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Figure 1 — Exemple de représentation de données sous forme de nuage de

point (extrait de Kusner '15)
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@ Notions de Distance entre Mesures
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. . 1
¢-divergences (Czisar '63)
Définition (¢-divergence)

Soit ¢ une fonction convexe semi-continue inférieurement telle que
©(1) =0, la p-divergence D, entre deux mesures « et [/ est définie

par :
Dofal N2 [ (35690

Exemple (Divergence de Kullback Leibler)

Dralal ) = [ tog (§5() dax) > o) = xIog(x)

6/51



Distances Régularisation Entropique Divergences de Sinkhorn Apprentissage Optim. Stochastique Conclusion

Convergence Faible de Mesures

Définition (Convergence Faible)

Soit (an)n € ML(XN, o € ML (X).

La suite o, converge faiblement vers a, i.e.

an = as [ f(x)dan(x) = [ f(x)da(x) VFf € Cp(X).

Soit £ une distance entre mesures, L métrise la convergence

faible SSI <£(an,a) -0 a, — a).

Exemple
SurR, a =g et a, = dy/p : Dir(an|a) = +oo0.
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Maximum Mean Discrepancies (Gretton
06)
Definition (RKHS)
Soit ‘H un espace de Hilbert avec noyau k, alors H est a Noyau
Reproduisant (RKHS) si et seulement si :
O VxeX, k(x,:)eH,
@ VfeH, f(x)={(fk(x,))n.

Soit H un RKHS avec noyau k, la distance MMD entre deux
mesures de probabilité o et /7 est définie par :

2
MMDZ(a, /) £ sup [Ea(f(X)) — Es(F(Y))]
{FIIFl<1)

= an®o¢[k(X’X/)] +E ® [k(Y7 Y/)]
—2Eq@[k(X, Y.
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Le Transport Optimal (Monge 1781,
Kantorovitch '42)

e Coit de déplacer une unité de masse de x vers y : ¢(x, y)

T(x,)e(x,)

T”r/\ R4

X y

C

e Quel est le couplage 7 qui minimise le colt total de bouger
TOUTE la masse de « vers 77
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La distance de Wasserstein
Soient o € ML (X) et 7 € ML(Y),

We(a, 7) = Wer[?(ig )/Xxy c(x,y)dm(x,y) (P)

Pour c(x,y) = [x — y|5, Wc(e, 7)1/P est la distance de
Wasserstein.
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Divergences de Sinkhorn

Apprentissage Optim. Stochastique Conclusion

Transport Optimal vs. MMD

MMD

estimation en O(n?)

estimation robuste par
échantillions

capte mal les phénoménes loin
des zones denses

Transport Optimal

estimation en O(n3 log(n))

malédiction de la
dimension

s'adapte a la géometrie du
probléme via la fonction de

colit ¢
(19 *

XX x x x « e

oo - =5y -
AT Y T

X’ )‘;E "
L g

MMDy -k =-||-||3° Configuration initiale We -c=||-[l3°
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@® Reégularisation Entropique du Transport Optimal
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La Régularisation Entropique (Cuturi '13)

Soient v € ML (X) et 7 € ML(Y),

W, (o, ) def. er|I|1(in '-f)/;v yc(x,y)dw(x,y) (P)
meMN(a,/ >
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La Régularisation Entropique (Cuturi '13)

Soient v € ML (X) et 7 € ML(Y),

We e (e, 9) def Er|:f|1(in ) /X yc(x,y)dw(x,y) +eDy(mla® 7)) (Pe)
ks a, %
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La Régularisation Entropique (Cuturi '13)

Soient v € ML (X) et 7 € ML(Y),

We e (a, 17) = min / c(x,y)dr(x,y) + eH(r|la® 7), (P-)
m€M(a,f) Jaxxy

H(rla ® ) "é‘/

XX

dm(x,y) (x
8 (qu ) 0

entropie relative du plan de transport 7 par rapport a la mesure
produit o ® /3.
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La Régularisation Entropique

£=0.1 - fge =1000.0 £=1.0 - nger =1000.0 £=10.0 - Mg, =100.0

Figure 2 — Influence du paramétre de régularisation e sur le plan de
transport 7.

Intuition : La pénalisation entropique permet de ‘lisser’ le probléme
et d'empécher |'overfitting / sur-apprentissage (comme la
régularisation ridge sur les moindres carrés)
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Formulation Duale

Contrairement au transport classique, pas de contrainte sur le dual :

We (o, f)—u%e;(;? ] taat + [ @)
veC(y

tel que {u(x)+ v(y) < c(x,y)V(x,y) € X x V}
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Formulation Duale

Contrairement au transport classique, pas de contrainte sur le

dual :

Weo(a, 7) = max /X u(x)da(x) + / J(y)dA(y)

ueC(Xx)

veC(Y) Y
u(x)+v(y)—c(xy)
- 5/ e da(x)di(y) + e.
Xx)Y
= max E ;[fXY u,v}—i—e, D
mex Eas [£ (w0 ) (p.)
veC(y)
N . w(x)+(y) = clxay)
avec £Y(u, v) € u(x) + v(y) — ce B
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L'Algorithme de Sinkhorn

Conditions de premier ordre pour (D.), concave en (u, V) :

eu(x)/s _ 1

()%) W= () —ct)
v(y)—c(x,y u(x)—c(x,y
Jye = dily) Jve = da(x)

— (u, v) vérifient une équation de point fixe.
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L'Algorithme de Sinkhorn

Conditions de premier ordre pour (D;), concave en (u, v) :
1 1
m i —Cij ! n uj—cjj
> i1 = U doim1€ F

— (u, v) vérifient une équation de point fixe.

eui/sz el/ez

Algorithme de Sinkhorn

. _clxihyg) o
Soit Kjj =e" 7= ,a=ec,b=e=.

011) 1 . 1

(e+1) —
@ KbO o) KT (a1 o )

Complexité de chaque iteration : O(n?),
Convergence linéaire, constante se dégrade quand ¢ — 0.

Conclusion
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Extensions

e Autres regularisations : Dy (7| ® [7) avec ¢ convexe de
domaine RT.
— formulation duale sous forme d’espérance

e Transport ‘unbalanced’ (mesures de masse quelconque) avec
régularisation convexe — formulation duale sous forme
d'espérance

17/51



Distances Régularisation Entropique Divergences de Sinkhorn Apprentissage Optim. Stochastique Conclusion

© Les Divergences de Sinkhorn : Interpolation entre TO et MMD
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Les Divergences de Sinkhorn

Probléme du transport entropique : W, .(a, ) # 0
Solution proposée : introduction de termes correctifs pour
‘débiaiser’ le transport régularisé

Définition (Divergences de Sinkhorn)
Soient v € ML (X) et 7 € ML(D),

of. 1 1
SDC@(OJ, )d:f Wc,e(a, )_ EWc,a(aaa) - EWc,a( 5 ))
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Propriété d'Interpolation

Théoreme (G., Peyré, Cuturi '18), (Ramdas et al. '17)
Les Divergences de Sinkhorn ont le comportement limite suivant :
quand ¢ = 0, SD..(a, 7) = Wc(a, ), (1)

1
quand ¢ — 400, SD..(o, 7)) — EMI\/IDEC(a, ). (2)

Remarque : Pour avoir un MMD, —c doit induire un noyau défini
positif. Pour ¢ = || - |5 avec 0 < p < 2, le MMD associé s'appelle
I"Energy Distance.
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lllustration Numérique

Configuration Initiale

Wee—e=1lc=||-[j° EDy —p=15
.
.
L . * O ay
" * . Koomhs x|
e “’ x % *
"! §
SDec—e=1lc=|-|3° SD.—e=10%c=|-[[3°
;
.
o " en R §
- ik 2 X
- . B » "%‘ RO,
x >, x x
L)
* x * 3 x
X

Figure 3 — But : Retrouver les positions des Diracs par descente de

gradient. Cercles oranges : distribution cible /7, croix bleues modéle appris
ap+. En haut a droite : distribution initiale ay, .
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Divergences de Sinkhorn

La ‘sample complexity’

Définition informelle

Etant donnée une distance entre mesures, sa sample complexity
correspond a I'erreur d’approximation lorsque ['on évalue cette
distance a l'aide d’échantillons des mesures.

— Mauvaise sample complexity implique mauvaise généralisation
(sur-apprentissage) car on colle trop au bruit des données.

Cas connus :
o TO : E|\W(a, ) — W(an, 7,)] = O(n~Y/9)
= fléau de la dimension (Dudley '84, Weed et Bach '18)
e MMD : E|[MMD(«, /) — MMD(é.,, ,)| = O(ﬁ)
= indépendant de la dimension (Gretton '06)

Quid de E|\W (v, 7) — We(&n, 7,)|?
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Divergences de Sinkhorn

Propriétés des Potentiels Duaux

Théoréme (G., Chizat, Bach, Cuturi, Peyré '19)

Soient X, Y C RY bornés , et ¢ € C™. Alors les paires de potentiels

duaux optimales (u, v) sont uniformément bornées dans le Sobolev
HL9/2J+1(RY) et leur norme veérifie

1
lulyiaszi+1 = O (1 4 Ld/2j> et |v|yLe2102 = O <1 + 5Ld/2J>

avec des constantes dépendant de |X| (ou |Y| pour v), d, et
Hc(k)”oo pour k =0,...,|d/2] + 1.

HL4/2J+1(RY) est un RKHS — le dual (D) est la maximisation
d'une espérance dans une boule d'un RKHS.
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‘Sample Complexity’ des Div. de Sinkhorn
Theoréme (Bartlett-Mendelson '02)
Soit P € MY (X) , ¢ une fonction B-Lipschitz et H un RKHS avec
noyau k borné sur X’ par K. Alors

Ep sup  Epl(g,X)— =) (g, X
{ellgln<A} Z

< 282K
\/ﬁi

Théoreme (G., Chizat, Bach, Cuturi, Peyré '19)
Soient X,Y C R bornés , et ¢ € C® L-Lipschitz. Alors

E|W.(a, 5) — We(@n, 00)| = O <\e/5 (1 o 6Ldl/zJ>) ’

ol k = 2L|X| + [|c||, et les constantes dépendent de | X[, |V, d,
et Hc(k)HOO pour k =0...[d/2] + 1.

24/51



Distances Régularisation Entropique Divergences de Sinkhorn Apprentissage Optim. Stochastique Conclusion

‘Sample Complexity’ des Div. de Sinkhorn

En particulier, on obtient le comportement asymptotique suivant

K

~ 5 €e
E|Ws(av 'j) - Ws(am "’n)| =0 m quand e—=0
N 1
E‘Wg(a, )') - WE(&I’H ")n)‘ =0 (\/ﬁ) quancl e — 4o0.

— On retrouve la propriété d'interpolation,

— Une régularisation assez grande casse le fléau de la dimension.
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O Apprentissage Non-Supervisé avec les Divergences de Sinkhorn
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Les Modéles Génératifs

L g = ggé?#f(:
go
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Formulation du Probléeme

e 7 la mesure inconnue des données :
nombre fini de points ~

e g le modéle paramétrique de la forme ay et go4C :
pour obtenir x ~ ay, on tire z ~ ( et on prend x = gy(z).

On cherche le paramétre optimal 6* défini par

0* € argmin SD. (v, )
0

NB : ag et 3 ne sont connues QUE via leurs échantillons.
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La Procédure d'Optimisation

On veut résoudre par descente de gradient

m6in SD. (e, )

A chaque pas de descente k lieu d'approximer VySD .(ayg, /) :

e on approxime SD¢ (cvyu), 7) par SDgLQ(% (), /1) via
e minibatches : on tire n échantillons selon ayw et m dans le jeu
de données (distribuées selon 3),
e [ iterations de Sinkhorn : on calcule une approximation de la
distance de transport entre les deux échantillons avec un
nombre fixé d'itérations

e on calcule le gradient ngDE’Lg)(é\ég(k), ) par backpropagation
o on effectue un update 9kt = g(k) — C, VgSDE-a)(ag )
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Le Calcul du Gradient en Pratique

Données
Modéle Génératif| ;11 Ym) ~ B
(Zl,...,Zn)NC M ’ .
Z[TTT 1] C Algorithme de Sinkhorn
e ; -
g C(xivyj)i,j H L =
ROZOZOT0N 0 @i m)ij | -{» Sinkhorn steps] b 1
K 4 c(Yiryj)i v " e Cleq
T
4 7 = diag(a'D) e~/ diag(bV)
(I17"'7In) ~ g = g@#C“ """" * Wb = (c, 7))
SDcﬁs(&F)a 5) = Wc,s(df)s 6)
,g(w( (G, i)+ W, (B, 3))

Figure 4 — Schéma d'approximation de la Divergence de Sinkhorn a partir
d'échantillons (ici, gy : z — x est représenté sous forme d'un réseau de
neurones a 2 couches).
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Résultats Numériques

SD..—e=1,c= ||||§

e N s oo
SN s oo

Figure 5 — Influence de la ‘normalisation’ de la Divergence de Sinkhorn
(SD.) par rapport au transport régularisé (W.). Les données sont
générées uniformément 3 I'intérieur d'une ellipse, dont on souhaite
retrouver les paramétres A, w (covariance et centre).

Optim. Stochastique Conclusion
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Conclusion

Apprentissage Optim. Stochastique

Divergences de Sinkhorn

Régularisation Entropique

Distances
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Figure 6 — Influence des hyperparametres sur les chiffres g
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Apprentissage

Apprendre la fonction de cofit

En grande dimension (e.g. pour des images), la distance euclidienne
n'est pas pertinente — le choix du coiit ¢ est un probléme
complexe.

Idée : le coiit doit induire de grandes valeurs pour la Divergence de
Sinkhorn lorsque oy # 7 pour bien différencier les échantillons
synthétiques (selon ay) des ‘vraies’ données (selon 7). (Li et al '18)

On apprend un colit paramétrique de la forme :
def. !
Co(x:y) = Nfo(x) = fo(y)[P where £, : X —RY,
Le probléeme d'optimisation devient un min-max sur (6, ¢)

min max SD, (v, )
©

— probléme de type GAN, coiit ¢ joue le réle du discriminateur.
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Résul

| (a) MMD (b) e = 100 (c)e=1

Figure 7 — Points générés par g~ entrainé sur CIFAR 10

MMD (Gaussian) ¢ = 100 e=10 e=1

4.56 £ 0.07 481+0.05 4.79+£0.13 4.43+0.07

Table 1 — Inception Scores sur CIFAR10 (expériences réalisées dans le
méme cadre que le papier MMD-GAN (Li et al. '18)).
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@ Optimisation Stochastique pour le Transport Régularisé
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Optim. Stochastique

Motivations

e Sinkhorn algorithme purement discret : nécessite
d'échantillonner les mesures au préalable

e Méthode ‘batch’ : chaque iteration coute O(n?)

Idée : exploiter la formulation du TO régularisé comme max
d’espérance avec des méthodes d'optimisation stochastique.

e nécessite seulement de pouvoir générer des points selon les
mesures — pas de biais de discrétisation

e méthodes ‘en ligne' : chaque itération cotite O(n)
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Formulation Semi-Duale

Si I'une des mesures est discréte, e.g.
def. < n def. n
= Bidyi o v= ()i = (V) v(xa) € R
i=1

En exploitant la condition de premier ordre du dual (relation entre
et u), on obtient la formulation semi-duale :

We (o, 7) = max Eo [8(1)] (52)

m el n —c(x.yi) ie>0,
o g ):Z +{ ¢ log <Z,_1exp( - ) ) sie

- min; (c(x, yi) — vi) sic = 0.
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Cas Semi-Discret : SGD

On cherche a résoudre

We.(, ) =max Eq [gax( )} = G(v) (S.)

€Rn

par montée de gradient sur G.(v).
Probléme : On ne sait pas calculer le gradient (o n'est pas connue)
Idée : A chaque itération, on tire x(k) ~ « et Vgg(k) sert

d'approximation pour VG;.
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Cas Semi-Discret : SGD

Les itérées de SGD sont de la forme :

(k+1) _ (k)_‘_;Evvgg(k)(v(k—i-l)) ot x ~a. (3

Proposition (Convergence de SGD)
Soit v un minimiseur du semi-dual et v(k) = %fozl (k) a
moyenne des itérées de SGD. Alors

1G(v) = Go(v)| = O(1/Vk).

Complexité de chaque itération O(n).
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Cas Semi-Discret : SGD - Application

— SGD
2l — SAG, N = 100
107 — sAG, N = 1000
—— SAG, N = 10000
10° 10” 10 10° 107 10 10° R

(a) convergence de SGD (b) comparaison de SGD (bleu)
pour différentes régularisations ¢ contre un algorithme discret
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Optim. Stochastique

Cas Discret : SAG

Deux mesures sont discretes : av = 3 1) oy = D 1 310y,

Le semi dual devient un probléme de maximization de m fonctions :

m

ch(Oé, ):maf l E [gEXj( )] (SE)
cR" m
Jj=1

On résout le probléme avec I'algorithme Stochastic Averaged
Gradients (SAG)
— méme idée que SGD mais approximation du gradient différente.

Proposition (Convergence de SAG)

Soit v un minimiseur du probléme semi-dual. Alors v(K) vérifie

|G (v2) = Go(v!9)| = O(1/k).

Complexité de chaque iteration O(n).
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Cas Discret : SAG - Application

: 1-Norm of Gradiept Speedup of SAG vs. Sinkhorn s Deviation to IOptin@l Dual‘
1 : oS
0+ [=Sinkhorn L — 3 .
—=SAGC=1/L 4 C=1/L 8 3 4 N L
LA —sacc=3L L —C=3/L R
= B—-SAC C=5/L , . : 3Lk -
>, | B3 . i B [
S & i T -
S 44 L
=" r o 2 ﬁ; 4 1 = -
% = N N g & — Sinkhorn \
< | = § S| B =meSAGO =1L | TSNCLY
-4 he & £ —SAG C = 3/L S
H § g | ] 5 {=== SAG C = 5/L L
5 3 ¢ ¢ N
T T T 0 T T T T T
1000 2000 3000 4000 le-1 1e-2 1e-3 le-4 2 4 6 8 10
Passes over data Tolerance for log)g ||VH-(v)||1 log, Passes over Data

Figure 8 — Calcul de 595 ‘word mover’s distances' 2 3 2 pour 35
documents, représentés comme des histogrammes avec n = 20, 000.
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Cas Continu : Formulation Duale

Idée : Remplacer les potentiels(u, v) dans le dual par leur
expansion dans un RKHS bien choisi

u(x) < (om0 xDw v(y) = (Vo sl y))n

Le probléme devient

Wee(a ) = Eas [ (u,0)] +e,
e, ) wee B e Fee | (u,v)| +¢

avec

f{'_:xy(u, V) déf.<u7 "Q('vx))'H + <V7 /i('7y)>7-l

o <<u, KV + (v~ c(x,y)>

€
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Cas Continu : Kernel-SGD
Soit H un RKHS avec noyau k. Les itérées de Kernel-SGD
s'écrivent :
(k) 2tk D (e x; Vi1 o~
{u Z;:l w H( 7XI)) avec {(XI)I—]....k «

(k) = sk Wk, )i=1..k ~

i) + (1) = el )

i) def.

et wl \; 1—exp

1

Proposition (Convergence de Kernel-SGD)

Conclusion

Si o et 7 sont a support borné dans RY, alors pour  le noyau de
pp p y

Matern ou un noyau universel (e.g. Gaussien) les itérées (u(k),

convergent vers une solution du dual (D).

)
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Cas Continu : Kernel-SGD - Illustration

(a) setting (b) convergence of u'®
2.0 1.0
15 09
0.8
1.0
0.7
0.5 j 0.6
0.0 = 0.5
-1 0 1 2 3 4 10! 10° 10°

(c) plots of u'®

0.00

-0.25

-0.50
-k=10
-0.75 ~k=50
i -k=500
-1.00 H Sk=10¢

H k=100

06 08 1.0 12 14
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Cas Continu : Kernel-SGD - Accélération

uk=D(x) = Zf';l Wk (xk, x;)

A l'itération k, calcul de ~ .
{ (1) = XI5 wOk(, i)
Probléme : l'itération k a un cott O(k)

Idée : remplacer le noyau  par une approximation de la forme
A, X) = (p(x), p(X)) ob 1 X > RP.

— Le colit de chaque itération est alors fixe O(p).

Exemples : Décomposition de Cholesky, Random Fourier Features
(RFF)
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Cas Continu

CPU time for SGD in RKHS

Divergences de Sinkhorn

Apprentissage

Optim. Stochastique

Kernel-SGD - Accélération

Convergence of the dual potential u with kernel-SGD

—— classic
20{ — RFF D = 10
—— RFFD =50
—— RFF D = 100
15 =
Cholesky I =5

Cholesky | = 10

1.0

0.5

0.0

0 2x10%® 4x10° 6x10° 8x10° 10*

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

Cholesky - 1 =5
—— Cholesky - I = 10
—— Cholesky - | = 15
RFF-D =5
—— RFF-D =20
—— RFF-D =50
—— RFF-D =100
—— classic

10° 10* 10?

Conclusion

Figure 9 — Effets de la procédure d’'accélération le temps de calcul et la

précision

— Pour 100 itérations, kernel-SGD prend 6 heures
— L'accélération RFF avec D = 20 prend 3 minutes, et obtient la

méme précison |
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@ Conclusion
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Contributions Principales

e Divergences de Sinkhorn :
o Débiaisage du transport régularisé,
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Conclusion
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Contributions Principales

e Divergences de Sinkhorn :

o Débiaisage du transport régularisé,

e Interpolation entre TO et MMD,

e Application aux modeles génératifs (type GAN) grace a la
différentiation automatique,
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Contributions Principales

e Divergences de Sinkhorn :
o Débiaisage du transport régularisé,
e Interpolation entre TO et MMD,
e Application aux modeles génératifs (type GAN) grace a la
différentiation automatique,
e Sample complexity du transport régularisé
— une régularisation suffisante casse le fléau de la

dimension,
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Contributions Principales

e Divergences de Sinkhorn :

o Débiaisage du transport régularisé,

e Interpolation entre TO et MMD,

e Application aux modeles génératifs (type GAN) grace a la
différentiation automatique,

e Sample complexity du transport régularisé
— une régularisation suffisante casse le fléau de la
dimension,

Conclusion

e Méthodes d'optimisation en ligne pour le transport régularisé

sous toutes ses formes : discret / semi-discret / continu
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Conclusion

En bref

Les Divergences de Sinkhorn présentent de bonnes propriétés pour
les applications en apprentissage statistique, comme illustré sur les
modéles génératifs :

e propriétés géométriques héritées du transport
e meilleure sample complexity grace a la régularisation

e algorithmes rapides pour |'utilisation dans les problémes de ML.
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Perspectives

e Barycentres de Divergences de Sinkhorn
— effet du débiaisage sur le barycentre?

e Evaluation des modéles génératifs en utilisant les DS comme
métrique sur les modéles appris

e Peut-on casser le fléau de la dimension pour |'estimation du
Transport Optimal (non régularisé) ?
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